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Un theoreme bien connu dQ a Motzkin [Ml] et generali& par 
Busemann [Bu] et Jessen [J] caracterise la convexite dun ensemble fermi: 
% dans un espace vectoriel euclidien V de la maniere suivante: %Y est 
convexe si et seulement si a tout point u de V correspond un unique point 
c de TZ qui soit le plus proche de u. 
En 1935 Motzkin [M2] a montre que si q est un sous-ensemble dun 
plan euclidien V et c un point de % alors l’ensemble des points de V qui 
admettent c comme point le plus proche dans %? est ferme et convexe. En 
1957 Phelps [Pl] a Ctendu ce resultat a tout espace vectoriel euclidien de 
dimension finie (voir aussi [ P2] ). 
Dans les travaux de Langlands CL] comme dans ceux de Vogan [V] sur 
la classification des representations admissibles irreductibles des groupes de 
Lie rtductifs apparaissent des constructions combinatoires relativement 
complexes faisant intervenir racines, poids et chambre de Weyl positive. 
Ces deux constructions font intervenir la projection euclidienne sur la 
chambre de Weyl positive. La preuve par Kazhdan et Lusztig [KL] de la 
conjecture de Deligne-Langlands pour les algebres de Hecke utilise de 
man&e essentielle cette projection. Cette construction est aussi sous- 
jacente A la plupart des prkliminaires combinatoires A l’ktude de la formule 
des traces d’Arthur-Selberg. 
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Dans le present article nous etudions (01) la projection sur le point le 
plus proche dun ensemble convexe ferme d’un espace vectoriel euclidien V 
de dimension tinie et nous considerons en particulier le cas ou w  est un 
cone simplicial. A partir du $2 nous supposons que G$ est la chambre de 
Weyl positive et nous etablissons alors une formule explicite (tres simple et 
n’utilisant que des calculs combinatoires de suites de nombres) de la 
projection sur le point le plus proche dans V pour les groupes classiques. 
L’objet du $3 est la comparaison des projections de divers vecteurs. Le 
rtsultat principal (theoreme 3.1) de cette partie correspond a des fluctua- 
tions de suites aleatoires (cf. [CF]). Le corollaire 3.2 joue un role 
fondamental dans la preuve du theoreme central de [A] sur la description 
de la correspondance de Howe en termes de classification de Kazhdan- 
Lusztig. 
Nous remercions Marie-France Vigntras pour ses remarques qui ont 
contribue a ameliorer la redaction de cet article. 
1. PROJECTION SUR UN &NE CONVEXE FERMI? 
IA. Premihes proprit!tks 
Soit V un espace vectoriel reel euclidien de dimension finie, de produit 
scalaire (v, w), de norme /IvI/. 
Soit GF: un convexe fermt de V. Pour tout VE V, il existe un unique point 
c de % verifiant les proprietes Cquivalentes suivantes: 
IIU - CII 6 IIV - dll pour tout d E W (1.1) 
(v-c,d-c)<O pour tout d E Gf? (1.2) 
(l’equivalence des assertions (1.1) et (1.2) vient de la formule 
Ilv-(td+(l -t)c)li*- Ilv-cll*=t(t Ilc-dlj2+2(v-c, c-d)) (1.3) 
pour tout t E [0, 11, et de ce que 9? est convexe; l’unicite de c provient de 
la formule 
llv-d/l*= ilv-cj12+ l/c-d/12+2(v-c, c-d); (1.4) 
l’existence d’un point c satisfaisant a (1.1) est demontree au theoreme 1 de 
[Bo, chap. 5, 01, no 41). 
. L’application p = pw V + %? dttinie par p(v) = c est la projection de V 
sur le point de %? le plus proche de u. 
Elle raccourcit les distances, l’inegalite de Schwarz I (v, w  ) I d /lull llwll 
montre qu’il suffit de prouver que /I WI\ * < (v, w  ) pour w  = c1 - c2 et 
v=v,--vv,; on Ccrit v=(o,-cc,)+w+(c2-v,); grace a (1.2), on a 
(VI -cl> w)30 et (c2-v2, w)30 (voir la figure 1). 
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FIGURE 1 
Supposons que 0 E V. L’ensemble des v E V qui se projettent sur 0 est tgal 
au cbne convexe fermt 
W={vEVI(u,d)dOpourtoutd~V} (1.5) 
(voir la figure 2). 
FIGURE 2 
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La translation conservant les distances et la propriktt: d’etre un c&e 
convexe fermC, l’ensemble des v E V qui se projettent sur CEV est Cgal B 
c + $$I,, oti Wl. est le c6ne convexe fermtt 
V~.={v~V~(v,d)d(u,c)pourtoutd~~}, (1.6) 
$5’:. est l’ensemble des v E V tels que le maximum de la forme linkaire ( 0,. ) 
sur $9 est atteint en c = p(u) (voir la figure 4). 
1 B. C&es simpliciaux 
Soient 9J = (e,)l < i<n une base de V et . . 
Gff=+TqLB)= i 
i 
x,e, 1 xi b 0 pour tout i 
i=l I 
le c&e simplicial d%ini par 92. 
I1 est facile de calculer %L pour un kltment quelconque c = xi= 1 ciej, 
ci>O de %. Soit ~#=(e,!)~~~~,, la base duale de 98 (i.e., (e,, e;) = 6i,i oh 
6i,j dtsigne le symbole de Kronecker). 
On a 
i 
n 
u:= 1 y,e:IyiGo 
1 
(1.7) 
,=r+l 
(Icrire v = C yiei: pour que VE%?: il faut que yi 60 car l’ensemble 
((0, ~ei>l~>O} t es major& le maximum sur %T de (0,. ) est 0; il faut et 
il suflit done que (u,c)=O, done y,= . =y,=O). 
A tout Zc { 1, . . . . n} on associe la face 
F,= ~x,e,EVlx,=Opourtout iel 
i 
de 5%‘. C’est un c6ne simplicial dans le sous-espace 
Nous noterons 
la face de V’ (voir la figure 3). 
Nous poserons 
Cl.81 
(1.9) 
(1.10) 
(1.11) 
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FIGURE 3 
On a montri: que 
p-‘(°F,)={u,-t’,(v,EoF,,u,EF;}. (1.12) 
Comme les inttrieurs des faces forment une partition du cBne %‘, on obtient 
une partition de l’espace vectoriel V = u p ‘(OF,) en ensembles de la forme 
1 ~,xie~+~, 
y e’ x, > 0 pour tout i, y, < 0 pour tout j .I 11 
1 
(1.13) 
(voir la figure 3). Sur chaque ensemble, la projection sur le point le plus 
proche de Q? est une application linkaire qui coi’ncide avec la projection 
orthogonale p,: V + V,: 
C x,e,+ 1 yjei = 1 xiei. (1.14) 
141 jel > i$I 
PROJECTION SUR LA CHAMBRE 477 
FIGURE 4 
Remarque. Ceci gtnkralise ltgkrement le lemme de Langlands (cf. [SW, 
lemme 6.1 l] et [C, corollaire 1.41). On voit que F, - F; est le cbne simpli- 
cial dChi par la base (ej)iel u (ej),,, de V, et que OF,- Fi est un ouvert 
dense de ce cane qui en contient l’intkrieur. Les c&es F,- F; forment une 
“partition” de V en canes simpliciaux, en ce sens que leur union est Cgale 
A V et que leurs inttrieurs sont disjoints. Remarquons que des ensembles 
de canes de ce type interviennent, par exemple, dans [HS] et [S]. 
1.15. PROPOSITION. Soient H un hyperplan de V et GT? un ensemble 
convexe invariant par rkjlexion par rapport ci H. Soient H + I’un des demi- 
espaces dijlnis par H et V + = %? n H + . 
Alors, pour tout vecteur v de H +, on a p&v) = pw+(v). 
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Dtmonstration. Soit v E H + D’apres ( 1.1) il suffit de verifier que le 
vecteur p&v) appartient a H +. 
Soient done s la reflexion par rapport a H et a un vecteur non nul 
orthogonal a H. La reflexion s est donnee par la formule 
s(r)=s-Z$$a, 
> 
pour tout XE V. On en dtduit l’tgalite 
(Iv -.$x)11’ = llv - XII2 + 4 (4 a>(4 a> 
<a,a> ’ 
pour tout x E V. On a done I(u - s(x)11 < IIv - xl1 pour tout x $ H +. 
Supposons que c = p&u) n’appartienne pas a 92 +. Puisque Q? est 
invariant par s, on a s(c) E VZ + et done s(c) = c d’aprb l’intgalitt 
precedente. D’oh une contradiction. 1 
1C. La projection sur un c&e aigu est plus belle 
1.16. PROPOSITION-DEFINITION. On dit qu’un c&e simplicial est aigu 
lorsqu’il vt;rifie l’une des conditions Cquivalentes suivantes 
(a) (e:, ei) <O pour tout i, jE { 1, . . . . n} (voir lafigure 6); 
(b) p,(V) c F, pour tout i E { 1, . . . . n} (voir la figure 5); 
(c) p,(U) = F, pour tout ZC { 1, . . . . n>; 
v 
V 
/ 
. . 
\ 
?i 
i 
FIGURE S- 
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e’2 
e’ I 
FIGURE 6 
(d) la projection sur le point le plus proche de V conserve l’ordre partiel 
sur V tel que %?’ soit I’ensemble des &lt!ments nPgatif. 
Remarques. (1) La condition (a) est satisfaite par une base d’un 
systeme de racines d’une algebre de Lie; une telle base constitue une base 
duale des generateurs de la chambre de Weyl positive. Dans [SW, 
Chap. IV, 561, on suppose cette condition vtriliee tout au long du chapitre 
bien que cette hypothbe ne soit pas toujours necessaire. 
(2) L’equivalence des conditions (a) et (d) implique le lemme 6.13 de 
[SW, chap. IV] (ce lemme est un point cl& du 56, de [SW] ou il est 
essentiel de travailler avec des cones aigus). 
(3) L’equivalence des conditions (a) et (c) est aussi lite au $3 du 
chapitre 5 de [V]. En effet, soit g, une algebre de Lie semi-simple, 
g, = k,+ p0 une decomposition de Cartan, 8 l’involution de Cartan 
associee, t,, c k0 une sous-algebre de Cartan et hb; le centralisateur de t, 
dans g,. D’apres [V, Chap. 5, $11, l’algebre h; est une sous-algebre de 
Cartan fondamentale de g,. On notera les complexiliees en supprimant 
l’indice 0. Soient d ‘(t, k) et A + (h”, g) des systemes de racines positives 
compatibles pour k et pour g. On suppose que A + (h’, g) est o-stable. Soit 
V le R-espace vectoriel engendre par A + (h’, g). Alors V est o-stable. Soit 
V,,= Vnk. 
Soit %’ la chambre de Weyl positive dans V, i.e., le cone des poids 
dominants relativement a A+(h’, g). Alors les faces de 9 sont les hyper- 
plans orthogonaux aux racines simples. Soit G$,= ?Z n V,. Alors %TO est le 
sous-ensemble de G? constitue des elements dont le produit scalaire avec 
c1+ Bu est positif pour tout N E A+(h’, g). Les faces de %‘0 sont les hyper- 
plans orthogonaux aux vecteurs CI + 8cr si c( est une racine simple, 
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Soient a et /I des racines simples telles que x # fl# &x. Alors, puisque a, 
/I et 8cr sont toutes des racines simples, on obtient 
qui est la somme de quatre nombres negatifs. Done %$, est un cone aigu. 
Ceci implique que l’element jk de la proposition 5.3.4 de [V] est simple- 
ment la projection de p + 2p, - p sur le cone %$, comme l’avait deja 
remarque Carmona dans [Cl. 
(4) Soit G9 un cone simplicial aigu. 
(i) Chaque face F, est un cone simplicial aigu dans P’, (car 
(Pl(el))i+, est la base duale de (e,);,, dans V,, par recurrence et en 
utilisant 
(PitelL P,(4)> = (el, d> - 
(ei, ei>(eL, e:> 
> <4,4> . 
(ii) Si u E V tel que (u, e;) < 0, alors la projection de u sur 9? 
appartient a la face F, (car c = p&u) et c = zjE, tie, avec ci > 0 implique 
U= C tie,+ C y,el 
1e-I i4l 
avec y,<O. Done r;=C v,e,, od 
u,=c,+ C y,(e;,e:) et u,>o. 
J$’ 
Done ci > 0 implique u, > 0, et u, d 0 implique ci = 0 puisque c E GT?). 
(iii) Si c = p&u) appartient a la face F,, alors c est aussi la projec- 
tion sur Fi de p,(u) E Vi. La projection sur %? est compatible a une premiere 
projection sur un hyperplan contenant une face quelconque de %’ suivie de 
la projection sur la face contenue dans cet hyperplan. 11 est facile de faire 
une figure montrant que ceci est faux pour un cone non aigu. 
Dkmonstration. (a) o (b) Soit iE { 1, . . . . n}. Avec les notations de l.B, 
Vi est l’hyperplan de I/ perpendiculaire a e:. Rappelons la formule bien 
connue: 
pi(i’)==a-$$$ei pourtout uE V. 
I) I 
La face F, de % est done le sous-ensemble de Vi forme des vecteurs u E Vi 
tels que 
(0, pi(e;)) = (24 el> 20 pour tout je { 1, . . . . n}. 
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Soit cEW. On a 
<p,(c), ej> = Cc, ei> - Cc, eO(ei, ej> (4,4> ’ (1.17) 
avec 0 d (c, ei) et 0 6 (c, ei). 11 s’ensuit que si la condition (a) est veriliee 
alors p,(c) appartient a Fi d’apres (1.17). Sinon, il existe c E %? tel que 
(c, el) =O< (c, ei) 
(il s&it de prendre c dans 4 - F,). Alors, si (el, ej ) > 0, la formule ( 1.17) 
montre que p,(c) n’appartient pas a F,. 
(b) o (c) L’implication (c) 3 (b) est tvidente et I’implication (b) * (c) 
se veritie facilement par recurrence (on realise pI par projections successives 
pour ramener la codimension de V, a 1, et on utilise la remarque (4)(iii)). 
(c)o (d) Puisque p est continue, il sutlit de verifier que p respecte 
l’ordre sur les ensembles decrits par la formule (1.12) (car, si u et w  sont 
dans deux ensembles distincts et v - w  E W, le segment [u, w] est envoye 
par projection sur une ligne brisee [uO= p(u), u,, . . . . u,, v,, , = p(w)] et il 
suflit de montrer que ui - ui + , E V’ pour tout i E (0, .,,, Y + 1 } ). 
Comme nout l’avons remarqut, un tel ensemble est un ouvert dense du 
cone simplicial F, - F>. 
Sur F, - F; la projection p coincide avec la projection orthogonale p, sur 
V, et est done lineaire. Or une application lintaire T: V+ V respecte 
l’ordre induit par W si et seulement si ‘T(v) c W. Pour la projection p, 
de V sur V,, cela signifie p,(g) c 9? n V,, i.e., pJ%‘) c F,. 1 
2. UNE FORMULE EXPLICITE DANS LE CAS DES GROUPES CLASSIQUES 
2A. Cas du type A,-, 
Identilions l’hyperplan de R” form& des points dont la somme des coor- 
donnees est nulle, muni de son produit scalaire usuel, a la partie reelle de 
l’algebre de Lie du tore dtploye T de SL(n, C) munie de la forme de 
Killing. 
Soient (~i)l~ign la base canonique de ET’ (si = (LO, . . . . 0), s2 = 
(0, 1, 0, . . . . 0), . . . . E, = (0, . . . . 0, 1)) et a,, . . . . a,-, les racines simples positives 
de l’algebre de Lie t du tore T (on a ai = ci - si + i pour tout 1 d i d n - 1). 
Soit (ei)lQiGn-l la base duale de (ai),GiGnPl. On a 
ei=(El+ ... +Ei)-i(El+ ... +&,) pour tout 1 < id n - 1. 
481:149/2-I4 
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Nous noterons %? = %TA,-, le cone convexe fermt des poids dominants de 
SL(n, C) (c’est l’ensemble des vecteurs c E R” veriliant 
(CT Cri) >,O pourtout iE{l,...,n-1)). 
I1 est immtdiat que 
v A,-,= {(c, )...) c,)Ic,>c22 ... ah} 
et que l’ensemble des vecteurs qui se projettent sur 0 est egal au cone 
Description de la projection sur le point Ie plus proche de VA,-, 
Nous identilierons tout n-uplet (b,, . . . . b,) de nombres reels au mot 
b=b,...b, (on identifie Unerm R” au mono’ide libre construit sur R; cf. 
[CF, chap. I, $11). Nous dirons que n est la longueur du mot b et b, sa 
lettrefinale. Nous dirons que b est domine’ si hi6 6, pour tout,iE (1, . . . . n}. 
Si la propriete 
6, + ... 
i 
+b,<b,+ ... +b, 
n 
est verifiee pour tout ic { 1, . . . . n}, nous dirons que b est domint en 
moyenne. 
EXEMPLE. Le cone %>,-, est constitut des mots de longueur n et de 
moyenne nulle qui sont domints en moyenne. 
On delinit naturellement le produit de deux mots (si b et b' sont deux 
mots, leur produit b” = bb’ est obtenu par juxtaposition de b et b’; en 
particulier si bi = b pour tout iE (1, . . . . n}, nous tcrirons b = b”). 
Nous noterons pm,,(b) le maximum de la suite de reels bl, (b, + b,)/2, . . . . 
(6, + ... + b,)/n et n, E { 1, . . . . n} le plus grand indice ou ce maximum est 
atteint. 
Nous poserons 
pl=pl(b)=b,...b nl (2.1) 
et nous noterons m, la moyenne de pl. 
Le mot p1 est le plus long sous-mot initial de 6, b, qui soit domint en 
moyenne. 
On definit p2 = p,(b) = p,(b,, +, . b,). Soit n2 la longueur de pz et m2 sa 
moyenne, etc. On obtient ainsi une decomposition 
b=p,p,...~r. (2.2) 
Nous dirons que les mots pi pour 1 Q iQ r sont les sous-mots privil6gi6s 
pour le type A,-, du mot b. 
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2.3. Remargue. Soit b = b, ... b,. La plus grande moyenne d’un sous- 
mot initial est atteinte pour le mot tout entier si et settlement si la plus 
petite moyenne d’un sow-mot final est atteinte pour le mot tout entier; en 
d’autres termes, les conditions (i) et (ii) suivantes sont equivalentes: 
(i) ” + 
... +b,<b,+ ... +b, 
j n ’ 
pour tout 1 6 j < n; 
(ii) 
b, + . .. + 6, 
.< 
b,+l+ ... +b, 
n n-j ’ 
pour tout 1 < j 6 n. 
Ces proprittts sont par ailleurs tquivalentes a la condition: 
(iii) 
b, + ... +bj<bj+I+ ... +b, 
.i n-j ’ 
pourtout l<j<n-1. 
Le lemme suivant se diduit immtdiatement de la remarque (2.3). 
2.4. LEMME. La suite m , , . . . . m, des moyennes des sous-mots privilegies de 
b est strictement decroissante. 
2.5. PROPOSITION. La projection de b = b, b, ... 6, sur le point le plus 
proche de VA,-, est rn;lrn;2.. . rn: (on a remplad dans b chaque sow-mot 
privilegie par sa moyenne repetee un nombre de fois egal a la longueur du 
sow-mot consider&). 
EXEMPLE. Supposons n = 4. On a 
@-I = (1, - 1, 0, 01, a2 = (0, 4 - 1, 01, a3 = 0x0, 1, - l), 
e,=(a, -1 -b 
4, 4, -4 3 ‘) 
e, = (t, 4, - 1 - +), 
2’ e3 = (b, a, $, - 4 3, . 
Le cone %‘,,,, est le cone simplicial detini par e,, e,, e3. 
Soit b,= (1, 2, -1, -2). Alors m,=$, n,=2, m2= -1, n,=l, 
m3 = - 2, n3 = 1 et r = 3. Puisque b, = ($e, + e3) - :E,, d’apres le raisonne- 
ment fait en lB, la projection de b, sur le point le plus proche de %YA, est 
egale a 
ge,+e,=(s, i, -1, -2)=mfm,m,. 
Demonstration. On a 
b = m”‘m”2 . . mnr 
1 2 r 
-A I<,<n--l 
1 
. . . ..I 
avec No=0 et Ni=nr + ... +n, pour tout 1 <<id. 
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Done, puisque les mots pl, . . . . pr sont domints en moyenne: 
b=m?lm~2...m~- 1 yjai, avec yi B 0, 
/-+I’ 
0dI’=(N;~l~i<r}. 
Par ailleurs, on vkrifie facilement la formule suivante: 
puisque 
r-l 
m”‘my.. I mF= C (w--mi+,k,,, 
,=I 
n,m,+n,m,-k ... +n,m,=b,+h,+ ... +b,=O. 
La suite (m,)l <i<r . . ktant strictement dtcroissante, on a: 
mi--m,+,>O pourtout 1 di<r-1. 
On a done d’aprks (1.14): 
p,,“~,(b)=rn;‘rnl2...rn~. 1 
2B. Cus du type B, 
Identilions R” g la partie rkelle de l’algkbre de Lie du tore dkployi: T de 
S0(2n + 1, a=) et le produit scalaire g la forme de Killing. 
Soient (Ei), <i<n la base canonique de R” et a,, . . . . c(, les racines simples 
positives de l’algkbre de Lie t du tore T (on a C(~ = ci - E,, , pour tout 
1 < ib n - 1 et CI, = E,,). 
Soit (eJl <;<,, la base duale de (~l~),<,<~. On a . . 
e;=&, + “’ $&, pour tout 1 f id n. 
Nous noterons W = Ce,” le cbne convexe fermC des poids dominants de 
S0(2n + 1, C). 11 est immkdiat (puisque 9? = %TBn est l’ensemble des vecteurs 
c E R” vtriliant 
(c, ai> 30 pour tout in { 1, . . . . n}), 
w 
vi?, = {(Cl > “., c,)lc,>,c,b “. Bc,>O} 
et que 
@is,= {(a,, ..., a,)Iu,+a,+ ... +u,GOpourtout l<i<n} 
(voir la figure 7). 
Nous gardons les notations de la section 2A. 
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FIGURE 7 
2.6. PROPOSITION. La projection de b = b,b2 ... 6, sur le point le plus 
proche de WB, est 
&1&p.. .mn,on-(nl+ .” +n,) 
I 5 
oti s est le plus grand 1 <k T$ r tel que mk > 0. 
Dt!monstration. On a 
b=m”lm”2...m”ZO”-‘“‘+.‘.+“,’ 
12 s 
- ,& ,<,F . . . .n,-I ‘(m,-bN’-‘+l’;‘bN’-‘+i) a(N,_,+I). 
Done, puisque les mots p,, . . . . pS sont dominks en moyenne: 
,, = m”~m”2 . . . mn,On- (HI + ‘.. +ns) _ 
12 s c Yj”(j, avec ~~20. 
J# I’ 
Par ailleurs: 
3-l 
m”‘m”Z 
I 2 
. . . m:O n-h+ ‘.’ +Q’ = 1 (m, -mi+ I)eN, + mie,, 
i= 1 
od m:=m, si m,>O et m:=O sinon. 
La suite (mJIGiGr Ctant strictement dkcroissante, on a: 
m,-m,+,>O pourtout I<i,<r-1. 
On a done 
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2C. Cas du type D, 
Identifions IF!” A la partie rkelle de l’alg&bre de Lie du tore dCployC T de 
S0(2n, C) et le produit scalaire A la forme de Killing. 
Soient (&i)* <i<n la base canonique de R” et tll, . . . . a, les racines simples 
positives de l’algbbre de Lie t du tore T (on a gi= E, -Ed+, pour tout 
1 <i<n-1 et a,=&,_, +E,). 
Soit (eill <i<,r . . la base duale de (a,), CiC,r. On a 
e,=.z, + . . . +E, pourtout 1 <i<n-2, 
e ,I ~ 1 =$, + “. +&,-I -En), 
e,,=f(cl + ... +E,). 
Le cihe convexe fermk des poids dominants de S0(2n, C) est 
g”“= {(Cl ,..., c,)lc,bc*> ... >C,~ ,Blc,l} 
et I’on a 
I I( a,+a,+ ... +a,<0 
ta,GO pourtoutl ,<i<n-2 
ta,,-,-an<0 
FIGURE 8 
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Le cone des poids dominants VD, est symitrique par rapport a l’hyper- 
plan x, = 0. 
On pose 
s,(b)=b,b,...b,p,(-b,,). 
D’apres le $2B et la proposition (1.15), la projection de b sur le cone VD, 
est 
p%(b) = 
PW8 (b) si b,30 
(s,&z+J(b) si b,<O. 
3. COMPARAISONS DE PROJECTIONS POUR LE TYPE B, 
Soit b = b, . . . b, un mot de longueur n. Nous noterons p,, . . . . pq ses sous- 
mots privilegies pour le type B,. Pour tout k~ { 1, . . . . q}, le mot pk s’ecrit: 
Pk=bNlr-L+,bN~-,+2...bNk’ 
oh l’on a pose IV,=0 et N,=n, + ... +n,. 
3.1. TH~OR~ME. Pour jc (1, . . . . n}, soit t,(b)=b, . ..b.-,bj+,...b,,O et 
soit pi le sow-mot privilPgiP pour le type B, de b qui contient le terme b,. 
Alors, si bj < 0, avant Ni les coordonnPes de pw8 (t,(b)) dominent les coor- 
don&es de pwB (b) une par une et Li partir de Ni !a somme des k premiires 
coordonnPes denp, (t,(b)) domine la somme des k + 1 premihes coordonnPes 
de pwB (b), pour toht ke {N;, . . . . n}. 
En iarticulier: 
pwBn(b) - p,&@)) E %,, si b, 6 0. 
De plus, si bj ~0 et si bj n’est pas une lettre de pq (i.e., si bj n’est pas une 
lettre du sow-mot privilt!giP pour le type B,, final de b), alors 
Remarque. La projection pw8” n’etant pas lineaire, la premiere assertion 
ne signifie pas b - tj(b) E g&. 
EXEMPLES. Supposons n = 7. 
(1) Soit b, = (4, 6, 1, 2, -28, 30, -32). On a t,(b,) = (4, 6, 1, 2, 30, 
-32, o), 
p,,(W = (5, 5, 5, 2, 1, 1,O) 
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et 
pc&,(b,)) = (?, 4, ?, 4, 4, 0, 0). 
(2) Soit (4, 6, 1, 2, -7, 10, -8). On a t,(b,) = (4, 6, 1, 2, 10, -8, 0), 
p,,@,) = (5, 5, t, i, ;, ;, 0) 
et 
Remarquons que 
p,,h) -Pw&(bd) = - % - !+z, - 9~ - 7~ E w;,, 
alors b, - t,(b,) 4 W;,. que 
(3) Soit b, = (4, 6, 1, 2, -7, 10, 2). On a t5(b0) = (4, 6, 1, 2, 10, 2, 0), 
p,,,(M = (5, 5, :, z, !, :, :, 
et 
p~J~&,)) = (5, 5, ?, ?, ?, 2,O). 
(4) Soit b, = (- 18, - 19, 28, 1, 5, 0, 4). On a t,(b,) = (- 19, 28, 1, 5, 
0, 4, 01, 
p,,@,) = (+, 4, t, ft $7 $3 ;I 
et 
pwB,(ts(b,)) = (;> ;, 3, 3, 2, 2,O). 
3.2. COROLLAIRE. Pour Jo {l,..., n} soit rl(b)=b,...b,~,bi+,... 
b,( -b,). Alors 
p,Jb) -p,n(~,V)) E %n, si b, ~0. 
Si b,<O et si b, n’appartient pas ci pr (i.e., si b, n’est pas une lettre du sous- 
mot privilkgik pour B, final de b), alors 
PV~ n (b) #p,~(~,i(W 
Demonstration du corollaire. Puisque b,dO, on a 
r,(b)- t;(b)E%T;,. 
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La conclusion rtsulte alors du theoreme 3.1 et de la proposition 1.16 
(assertion (d) et remarque (1)). 1 
DPmonstration du Thtortme 3.1. Rappelons que 
~L,ax(b, . ..b.,)=max 
b, + b, b,,T b, + b, + . . . + b, > “., 
n 
Pour tout mot b, nous noterons A!(b) l’ensemble des moyennes de ses 
sous-mots privilegies pour le type B,. 
Posons b’= t,(b). Nous allons dans un premier temps determiner 
l’ensemble A(b’). Nous noterons pi, . . . . p:, les sous-mots priviltgiees de b’. 
Soit pi le sous-mot priviltgit de b qui contient le terme b,. 
Supposons i > 2. Par definition du reel pm,,(b), les (i - 1) premiers sous- 
mots privilegibs de b ne peuvent pas se scinder du fait de la suppression du 
terme b,; en d’autres termes, pour tout k E { 1, . . . . i - 1 }, il existe k’ < k, tel 
que pk soit un sous-mot de p;, (car les lettres b,, . . . . b,-, n’ont pas CtC 
moditiees). 
Mais les mots pi, . . . . pi-, ne sont pas necessairement identiques aux 
mots p,, . . . . pi- 1 (voir l’exemple (l)), car la suppression du terme b,, qui est 
ntgatif, peut avoir fait augmenter les premieres moyennes. 
Considerons maintenant le i-&me sous-mot privilegie pi de b prive de 
l’eltment b,. On le note 
c=bd+,...bj~,bi+,...b 53 
oti d=Ni-, et s=N,. 
Premi2re Ptape. Soit I le plus petit element de (1, . . . . i} tel que 
p,,,,,(c) >, m, (un tel element existe car, 6, Ctant ntgatif et mi positif ou nul, 
PL,,x(C 12 
b d+l+ .‘. +bj-l+b,+l+ .‘. +b, 
s-d- 1 
b 
2 
d+l+ ... + ... +b, 
s-d 
=m, . 
> 
La suite (mk) etant decroissante, on a done 
(*) hdc) < mk pour tout k E { 1, . . . . I- 1 >, 
i.e., 
(3.3) 
b d+l+ ... +bj-l+bj+l+ ..’ +bd+r 
e-l <mk 
pour tout e E { 1, . . . . s - d}. 
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Remarque. Soient X, Y, Z, BE R, x, y, z des rCels strictement positifs 
avec z > 1, vhifiant 
z-p<x et 
z-l x 
x+y<_X 
x+y x’ 
alors il est immbdiat que 
x+ r+z+x, 
x+y+z-1 x 
Cette remarque gCnCralise I&g&rement 1’Cquivalence &s conditions (i) et 
(iii) de la remarque 2.3 (avec des idgalitts > au lieu de < ). 
En l’appliquant avec X=bNkm,+l+ . . . +bNk, ~=b,,+,+ . . . +h,, 
Z=b d+l+ ... +bd+e, x=nk, Y=n,+, + ... +?Zp, et /i’=b,, IlOUS 
dkduisons l’intgalid suivante de (*): 
b 
(A) 
Nkm,+,+ ... +b,-,+b,+l+ ... +b,+, 
nk+ ... +n,-,+e-1 
< rnk pour tout e E { 1, . ..) s - d} 
et tout kE { 1, . . . . 1- I }. 
Puisque 
b 
(B) 
N,+I + ... fb/ 
f-N; Gmi+, 
pourtoutfE{N,+l,...,n) 
(car mi+ 1= pmax(bNn+ 1 . .. b,)), la Suite (mk) 6tant dbcroissante, nous 
obtenons: 
b N,+I + ‘.. +b,- 
f-Ni cmk pour tout f E (N, + 1, . . . . n} 
et tout kE (1, . . . . I- 1). 
En appliquant la remarque prC&dente (et en notant que 
x+y x Y x 
-<- si et seulement si -<- 
x+y x Y x > 
avec X=bNk-,+,+ ... +bNk, Z=b,,+,+ . . . +b,, Y=bN,+,+ . . +b/-, 
x=nk, Z = nk + 1 •I . . + ni, Y = f - Ni et p = bj, nous dkduisons l’inbgaliti 
suivante de (A) et (B): 
b Nk-l+l+ ... +bj-,+bj+l+ ... +b/ 
f-Nk-,-l <mk pour tout f E { Nj + 1, . . . . n} 
et tout k E { 1, . . . . I- I), en d’autres termes: 
(**) Ilmax(bNk_I+l...bj-Ib,+I...b,)<mk pourtoutkE{l,...,/-11). 
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Par constquent, les I- 1 premiers sous-mots privikgiks de b’ sont identi- 
ques A ceux de b. 
Seconde tttape. Posons: 
~~=~,,,(b~,~,+,...b,-~b,+~...b,) etsoitg=N(b,,~,+,...b,_,b,+,...b,) 
le plus grand indice 06 ce maximum est atteint. 
Si I< i, l’klkment b, n’est pas une lettre du mot pI, et l’on a: 
~,~~L,,,(bN,~,+l...b,)=m,; 
si 1= i, on obtient: 
d’aprbs (3.3); on a done 6~~ 3 m, pour tout 1~ { 1, . . . . i>. 
Remarquons que j < g. 
(a) Si g = s (c’est le cas dans l’exemple (2)), l’ensemble des moyennes 
des sous-mots priviltgiks de b’ pour le type B, est: 
A@‘)= (ml,m2,...,m~-l,~l,mi+l,mi+2,...,m,}, 
et l’on a: 
m, >m,>m,+, > ... >mi. (3.4) 
(b) Supposons maintenant g d s - 1 (c’est le cas dans les exemples (3) 
et (4)). 
Nous noterons Gz,, fi,, . . . . 6zih les moyennes des sous-mots privikgits 
(pour le type B,-,) du mot b,,, . ..b.. 
Soit f E (2, . . . . h} fix&. Si f= 2 nous poserons p = g, et si f 2 3 nous 
noterons p l’indice de la lettre finale du (f- l)-i&me sous-mot privilkgit de 
b g+l . . . 6, pour le type B, _ g, en d’autres termes: 
$ = ~nmx(bp + 1 . . . b,). (3.5) 
Remarquonsqued+1~j~g~p~setrappelonsqued=Niets=Nj+,. 
Puisque 
b mi= d+l 
. . . bs 
s-d = ~rnax(bd+ 1’. . h), 
on a (par d&inition de pmax(bd+ 1 . . . b,)): 
b d+l + ... +b,<bd+l+ ... +b, 
p-d ’ s-d ’ 
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on dtduit alors de la condition (ii) de la remarque 2.3 (avec des inkgalitks 
< au lieu de < ) que: 
b 
mi= d+l+ ... +b,<b,+,+ ... +b, 
s-d s-p . (3.6) 
11 rksulte de la dtfinition (3.5) de &, et de l’inkgalitt: (3.6) que mj < #zf. 
L’ensemble des moyennes des sous-mots privilkgiis de b’ pour le type B, 
est done: 
~(b’)={m,,m2,...,m,~l,~,,~2,...,~1,,m,+l,m,.2,...,m,}, 
et l’on a: 
6, am,>m,+, > ... >mj et rE, >Cii,> ... >fii,>mi. (3.7) 
Troisieme &tape: Comparaison des projections de b et b’. Dans le but de 
comparer les projections de deux Clkments, on dkfinit n fonctions 13,, pour 
1 dkdn, par: 
e,(b) = (p(b), ek >. 
Soit k E { 1, . . . . n}. Notons pK le sous-mot privilkgik de b, qui contient b,. 
On a alors l’expression suivante de B,(b): 
O,(b)= 1 nfmf++k-N,p,)m,. 
/= I 
Puisque K < q, on remarque que 
K-1 NK-I 
1 npf= c b,. 
f=l /= 1 
Les intgalitts (3.4) (resp. (3.7)) vkrifiCes par fil (resp. G,, . . . . fib) montrent 
qu’avant s = Ni les coordonnkes de pvB (t,(b)) dominent les coordonntes de 
pwB (b) une par une, on a en particulik: n 
Q,(b) G e,(b’) si k<s-1. 
Pour k > s, on obtient: 
(es@‘) - e,(b)) + mK’ - bj, sii#qousii=qetm,#O; 
(O,(b’)-O,(b))+m,., sinon, 
06 K’=K+l si k=N,et K’=Ksinon. 
Puisque mK. 2 0 et b, < 0, on a done: 
e,(w) - B,(b) > 0 pour tout k >, s, 
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(A partir de s = Ni la somme des k premikres coordonnkes de p,“(t,(b)) 
domine la somme des k + 1 premikres coordonnkes de pqBn(b), pour tout 
k E {Ni, . . . . rz}). 
De plus, si bj < 0, et si 6, n’est pas une lettre du sous-mot privilkgit final 
de b (i.e., si i# q), les vecteurs p%, (b) et pVg (b') sont distincts. m ” ” 
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